Olasilik Teorisi ve Temel Kavramlar:
Bayes, Dagilimlar ve Kombinasyonlar

Belirsizlikle basa cikmanin matematigi: Olasilik teorisinden Bayesci yaklasimlara, temel
kavramlardan ileri uygulamalara kapsamli bir yolculuk.




Boliim 1: Olasilik Teorisine Giris

Olasilik teorisi, belirsizligi matematiksel bir gergcevede incelememizi saglayan giic¢li bir aractir. Glinliik hayatimizdan bilimsel arastirmalara kadar pek ¢cok
alanda karsimiza ¢ikan belirsizlikleri sayisal degerlerle ifade etmemize olanak tanir.

Olasilik Tanimi

Bir olayin gergeklesme ihtimalini O ile 1
arasinda bir sayi ile ifade ederiz. 0 imkansiz,
1 kesin olayi temsil eder.

Temel Kavramlar

Deney: Gozlenebilir bir siirec. Orneklem
uzayt: Tim olasi sonuglar. Olay: Orneklem
uzayinin bir alt kimesi.

Kolmogorov Aksiyomlari

Modern olasilik teorisinin temeli olan ¢
aksiyom, olasilik hesaplamalarinin
matematiksel kurallarini belirler.



Olasilik Aksiyomlar1 ve Temel Kurallar

Kolmogorov'un U¢ Aksiyomu

Andrey Kolmogorov, 1933'te olasilik teorisini saglam bir matematiksel

temele oturtmustur:

1. Negatif Olmama: Herhangi bir A olayi i¢in P(4) >0
2. Kesinlik: Orneklem uzayi S igin P(S) = 1

3. Toplamsal Ozellik: Ayrik olaylar icin toplam olasilik, olasiliklarin
toplamina esittir

Bu aksiyomlar, tiim olasilik teorisinin yapi taslaridir ve diger tiim olasilik
kurallari bu temel prensiplerden tiiretilir.

Zar Atma Ornegi

Standart bir zar attigimizda 6rneklem uzayi: S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

Her bir yliziin gelme olasiligi: P(i) = 3

Cift sayl gelme olasiligi: P(cift) = P(2) + P(4) + P(6) =

Dl
|

5'ten buyuk sayr: P(X > 5) = P(6) = }

D Onemli Not: Tiim olasi sonuglarin olasiliklari toplandiginda her
zaman 1'e esit olmahdir.



Kosullu Olasilik ve Bagimsizlik

Kosullu olasilik, bir olayin gerceklestigini bildigimizde baska bir olayin gerceklesme olasiliginin nasil degistigini inceler. Bu kavram, olasilik teorisinin en
glcli araclarindan biridir ve Bayes teoreminin temelini olusturur.

Kosullu Olasilik Formiila Bagimsiz Olaylar
B olayinin gerceklestigi bilindiginde A olayinin olasihgi: iki olay birbirinden bagimsizsa, birinin gerceklesmesi digerinin
olasihgini etkilemez:
P(AIB) P(AN B)
- P(B) P(ANB) = P(A)- P(B)
Bu formdil, sadece P(B) > 0 oldugunda gegerlidir. Bagimsizlik durumunda: P(A|B) = P(A)

iki Zar Ornegi

iki zar atildiginda, birinci zarin sonucu ikinci zarin sonucunu etkilemez. Birinci zarda 6 gelme olasiligi % ikinci zarda da 6 gelme olasihgi %'dll‘. Her

I .11 _ 1
ikisinde de 6 gelme olasiligi: § x § = 35




Kosullu Olasilik

iki kiimenin kesisimi ve kosullu olasilik iliskisi gérsel olarak en iyi Venn diyagramlari ile
anlasilir. A ve B kiimelerinin kesisimi, her iki olayin da gergeklestigi durumu temsil eder.




Boliim 2: Bayes Teoremi ve Bayesci Istatistik

Bayes teoremi, 18. yiizyilda ingiliz matematik¢i Thomas Bayes tarafindan gelistirilmis ve
Pierre-Simon Laplace tarafindan genisletilmistir. Bu teorem, yeni kanitlar isiginda
inanclarimizi nasil giincellememiz gerektigini matematiksel olarak gosterir.

Bayes Teoremi Formiili

pajp) — PEIA) - P(A)
P(B)
& A
Onsel Olasilik - P(A) Olabilirlik - P(B|A)
Herhangi bir veri gdrmeden 6nce olaya A gerceklestiginde B'nin gozlenme olasilgi
iliskin baslangi¢ inancimiz
&)
Sonral Olasilik - P(A|B)
B g6zleminden sonra giincellenmis A olasilig D Tarihsel Not: Bayes'in orijinal calismasi

olimiinden sonra 1763'te yayimlanmistir.
Modern Bayesci istatistigin temeli bu ¢alismaya
dayanir.



Bayes Teoreminin Uygulamalari

Bayes teoremi, teorik bir formiil olmaktan 6te, giinliik hayatta ve bilimde sayisiz uygulamaya sahiptir. Ozellikle belirsizlik altinda karar verme siireclerinde
kritik rol oynar.

Tibbi Teshis Makine Ogrenmesi Risk Analizi

Test sonuglarina gore hastalik olasiligini Naive Bayes siniflandiricilari, spam filtreleme, Finansal piyasalarda, sigorta sektériinde ve proje
giincelleme. Yalanci pozitif ve negatif oranlarini dogal dil igsleme ve 6riintli tanima sistemlerinde yonetiminde risk degerlendirmesi ve glincelleme.
dikkate alarak dogru teshis koyma. yaygin kullanim.

Gergek Hayat Ornegi: Kanser Testi

Bir kanser testinin %95 duyarlilikla (gercek hastalari yakalama) ve %90 6zguillikle (sadliklilari dogru belirleme) ¢alisti§ini varsayalim. Toplumda hastalik
prevalansi %1 ise:

Verilen Bilgiler Bayes ile Hesaplama
e P(Hasta) =0.01 Test pozitif ¢ikan birinin gercekten hasta olma olasili§i sadece %8.8
o P(Test+Hasta) = 0.95 civarindadir! Bu, neden tek bir test sonucuna koéri kdriine givenmememiz

o P(Test+Saglikl)) = 0.10 gerektigini gosterir.



MBICA TEST RESULT

Bayesian Probaclliity Prolocinadon

Hastalik Testi ve Bayes Teoremi

Tibbi testlerin yorumlanmasinda Bayes teoremi hayati &nem tasir. Yalanci pozitif oranlari
g0z onine alindiginda, pozitif bir test sonucunun gergek anlami cogu zaman
distndldaginden farklidir.




Boliim 3: Kontenjans Tablosu ve Kosullu Olasilik Hesaplar:

Kontenjans tablosu, iki veya daha fazla kategorik degisken arasindaki iligkiyi gorsellestirmek ve analiz etmek icin kullanilan giiclii bir aractir. istatistikte
sikhkla karsilasilan bu yapi, degiskenler arasi bagimlili§i incelememize olanak tanir.

Kontenj ans Tablosu Nedir? Ornek: Sigara ve Akciger Hastalig1

iki kategorik degiskenin ortak frekans dagilimini gésteren bir tablodur. Satirlar bir Hastalik Var Hastalik Yok
degiskenin, siitunlar diger degiskenin kategorilerini temsil eder. Her hiicre, ilgili

kategori kombinasyonunun frekansini gosterir. iciyor 60 40
Tabloda Yapilabilecek Analizler icmiyor 30 170

e Marjinal olasiliklar: Satir ve siitun toplamlarindan hesaplanir

o Kosullu olasiliklar: Bir degisken sabitken digerinin dagilimi Bu tablodan:

e Bagimsizlik testi: Ki-kare testi ile dediskenler arasi iligki e Sigara icenlerde hastalik: 60/100 = %60

e Odds oran: iki kategorik degisken arasi iliskinin giicii e icmeyenlerde hastalik: 30/200 = %15

e Sigara, hastalik riskini 4 kat artiriyor

O istatistiksel Bagimsizlik: Eger P(ANB) = P(A)-P(B) ise degiskenler bagimsizdir. Kontenjans tablosunda bu, gézlenen frekanslarin beklenen
frekanslarla uyumlu olmasi anlamina gelir.



Boliim 4: Permiitasyon ve Kombinasyon

Permitasyon ve kombinasyon, olasilik teorisinin temel yapi taglandir. Bu kavramlar, nesneleri segcme ve diizenleme yollarinin sayisini hesaplamamiza
olanak tanir ve birgok olasilik probleminin ¢éziimtinde kritik rol oynar.

Permittasyon
Tanim: n farkli nesneden r tanesinin siral olarak secilmesi

n!

P(n,r) = m

Ne zaman kullanilir? Siralamanin 6nemli oldugu durumlarda. Ornegin,

yarig siralamasi, sifre olusturma, gérev atama.

Ornek Hesaplama

5 kisiden 3'Uini sirali sekilde se¢mek:

P(5,3) = 5 = 120 = 60 farkli siralama

Kombinasyon

Tanim: n farkli nesneden r tanesinin sirasiz olarak secilmesi

WEF=—

Ne zaman kullanilir? Siralamanin 6nemsiz oldugu durumlarda.
Ornegin, takim olugturma, komite secimi, kart kombinasyonlari.

Ornek Hesaplama
5 kisiden 3'liik bir grup secmek:
(3) = 32 = & =10 farkh grup

3/~ 32

Temel Fark: Permiitasyonda ABC ve BAC farkli sonuglardir. Kombinasyonda ise ayni sonug olarak kabul edilir. Bu yiizden P(n,r) > (7)



Permiitasyon ve Kombinasyon: Gorsel Ornekler

Permiitasyon

ob 1, 2, 3 rakamlarindan 2'li permiitasyonlar: 12, 21, 13, 31, 23, 32 — 6 farkli
siralama

Kombinasyon

R 1, 2, 3 rakamlarindan 2'li kombinasyonlar: {1,2}, {1,3}, {2,3} — 3 farkli grup




Bolim 5: Beklenen Deger ve Varyans Mantigi

Beklenen deder ve varyans, rassal degiskenlerin davranisini 6zetleyen temel élciilerdir. Beklenen deder ortalama sonucu, varyans ise degiskenligi dlcer.

Beklenen Deger (Ortalama) Varyans ve Standart Sapma

Bir rassal degiskenin uzun vadede alacagi degerlerin agirhkli Varyans, degerlerin beklenen deder etrafindaki yayilimini élcer:
ortalamasidir:

Var(X) = E[(X — E(X))?] = E(X?) — [BE(X)]?
E(X) = Zx . P(z;)

Standart sapma, varyansin karekdki olup orijinal birimle ifade edilir:

Beklenen Degerin Ozellikleri o =4/ Var(X)

* Dogrusallik: E(aX +b) = aB(X) +b Varyansin Ozellikleri

e Toplam: E(X +Y)=E(X)+ E(Y)
c (bag icin): B(XY) — E(X) - E(Y) e Sabit carpan: Var(aX) = a?Var(X)
e Garpim (bagimsiz igin): = :
e Toplam (bagimsiz i¢in): Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)
Zar Atma Ornegi e Minimum deger: Var(X) >0

Standart bir zarda beklenen deger:

E(X)=1(3)+2(3)+...+6(3) =35

[0 Pratik Anlam: Beklenen deger "ortalama kazanc!", standart sapma ise "riskin biytkligunu" temsil eder. Finansal kararlarda her ikisi de dikkate
alinmaldir.



Bolim 6: Kesikli Olasilik Dagilimlar:

Kesikli olasilik dagilimlari, sayilabilir sonuc¢ uzayina sahip rassal degiskenleri modellemek icin kullanilir. Bu dagihmlar, gergek diinya problemlerinde sikga
karsilasilan durumlari matematiksel olarak tanimlar.

— 0 — o — 0 —

Olasilik Kiitle Fonksiyonu (PMF) Kimiilatif Dagilim Fonksiyonu (CDF) Temel Parametreler
Kesikli bir rassal degisken X icin, her x X'in x'e esit veya ki¢iik olma olasiligr: Her dagdilim beklenen deger, varyans ve diger
degerinin olasiligini veren fonksiyondur: momentlerle karakterize edilir. Bu

Flo)=PX <2) = 2ace PY) parametreler dagilimin seklini ve davranigini
p(x) = P(X =z)ve Y, p(x) =1
belirler.

Onemli Kesikli Dagilimlar

Dort temel kesikli dagilim farkli gergek diinya senaryolarini modellemek igin kullanilir: Bernoulli (tek deneme), Binom (sabit sayida bagimsiz deneme),
Poisson (nadir olaylar), ve Hipergeometrik (geri koymadan érnekleme).



Bernoulli Dagilimi

Bernoulli dagilim, olasilik teorisinin en basit ve temel dagilimidir. iki olasi sonucu
olan tek bir deneyi modellemek i¢in kullanilir: basari veya basarisizlik.

Matematiksel Tanim

X rassal degiskeni Bernoulli dagilimina sahipse:
P X=1)=p, P(X=0=1-p

Burada p basariolasihgidirve 0 <p <1

E(X)=p p(1-p)

Beklenen Deger Varyans

Ortalama sonug basari olasiligina esittir p=0.5'te maksimum degiskenlik gosterir

Klasik Ornek: Yazi-Tura

Adil bir madeni para atildiginda, tura gelme olasih§i p=0.5'tir. X=1 tura, X=0 yazi olarak tanimlanirsa, bu Bernoulli(0.5) dagilhmdir.

Gercek Hayat Uygulamalar:

e Kalite kontrolde triinin kusurlu olup olmadidinin testi
e Tibbi testlerde hastalik varliginin belirlenmesi
e Online reklamlarda tiklanma/tiklanmama durumu

e Misteri donlisiim analizinde satin alma/almama karari



Binom Dagilim

Binom dagihmi, n bagimsiz Bernoulli denemesinin toplam basari sayisini modellemek icin kullanilir. Sabit basari olasiliina sahip tekrarlanan denemelerin
sonucunu tahmin etmede gliclii bir aractir.

Matematiksel Tanim 10 Atista 3 isabet Ornegi
X ~ Binom(n, p) dagilimina sahipse, k basari olasiligi: Bir basketbolcu serbest atista %70 basari oranina sahip.
10 atista tam 3 isabet yapma olasihg:
n
k —k
P(X =k) = (k>p (1—p)" P(X =3) = (1)(0.7)%(0.3)

=120 x 0.343 x 0.0002187 ~ 0.009
Burada:

Yani sadece %0.9 olasilik - cok diigiik!
e n: Deneme sayisi (sabit)

e p: Her denemede basari olasili§i (sabit)

(D Beklenen isabet sayisi: E(X) = 10 x 0.7 = 7 atig
e k:Basarisayisi(0,1,2,..,n)

Binom Dagiliminin Ozellikleri

Beklenen Deger: E(X) = np

Varyans: Var(X) = np(1 — p)

Mod: Yaklasik olarak np'de en yiiksek olasilk

Simetri: p=0.5 icin simetrik, aksi halde ¢arpik

Gercek Diinya Uygulamalar:

® Kalite Kontrol ® Tibbi Arastirmalar ® Pazarlama

Bir partiden n Urin test edildiginde kusurlu n hastadan kacginin tedaviye olumlu yanit n misteriye génderilen kampanyada ka¢
urdn sayisinin belirlenmesi verecedinin tahmini donisim olacaginin projeksiyonu



Poisson Dagilimi

Poisson dagilimi, sabit bir zaman veya mekan araliginda nadir olaylarin sayisini modellemek i¢in kullanilir. Fransiz matematik¢i Siméon Denis Poisson
tarafindan 1837'de tanitilmigtir.

e

Tanim ve Formiil Ozellikler
X ~ Poisson(A) dagilimina sahipse: Beklenen Deder: E(X) = A
—A)\k Varyans: Var(X) = A
P(X =k) = -
( o ) ) Dikkat: Beklenen deger ve varyans esittir!

A: Ortalama olay sayisi (tek parametre)

Ne Zaman Kullanilir? Cagr1 Merkezi Ornegi

Poisson dagilimi agsagdidaki kosullar saglandiginda uygundur: Bir cagri merkezine saatte ortalama 12 cagr geliyorsa (A=12), bir saatte

3 ' tam 15 ¢agri gelme olasiligr:
1. Olaylar bagimsiz olarak gergeklesir

e 12.1215 -~
2. Ortalama oran sabittir P(X = 15) = 57— =~ 0.0724

3. iki olay ayni anda gerceklesemez Yani %7.24 olasilik

4. Olaylar nadir ve rastgeledir

Uygulama Alanlar:

Telekomiinikasyon: Birim zamanda gelen ¢agri/mesaj sayisi
o Trafik: Belirli bir yoldan gecen ara¢ sayisi

e Saglik: Acil servise gelen hasta sayisi

e Radyoaktivite: Belirli stirede gerceklesen bozunma sayisi

e E-ticaret: Web sitesine gelen ziyaretci sayisi



Hipergeometrik Dagilim

Hipergeometrik dagilim, sonlu bir popiilasyondan geri koymadan érnekleme yapildiginda basari sayisini modellemek icin kullanilir. Binom dagihmdan farki,
denemelerin bagimsiz olmamasidir.

Matematiksel Tanim Kusurlu Uriin Kontroli Ornegi
N elemanli bir popiilasyonda K basari varken, n eleman cekildiginde k bagari 100 Griinden 10'u kusurludur. 20 Grin rastgele segildiginde tam 3
olasiligr: kusurlunun ¢ikma olasihg:
(K) (N_K) N=100, K=10, n=20, k=3
_ \k/\n—-k
T ()0
n _ — N3/ \17
P(X - 3) o (100)
Parametreler 20

e N: Toplam popiilasyon biyiikligi Bu hesaplama yaklasik %27.8 olasilik verir.

e K: Popiilasyondaki basari sayisi
e n: Cekilen 6rneklem buyukligu

e k: Orneklemde gdzlenen basari sayisi
Ozellikler
Beklenen Deger: E(X) = nk

Varyans: Var(X) = n£ 2K Jon

Popiilasyon Sonug
N toplam eleman, K basari iceriyor Orneklemde k basari gdzleniyor
1 2 3
Ornekleme

Geri koymadan n eleman segiliyor

(J Binom vs Hipergeometrik: N cok biiyiik ve n/N gok kiiciikse, hipergeometrik dagilim binom dagilima yakinsar. Ornegin, biiyiik bir géldeki balik
popilasyonu i¢in geri koymadan érnekleme bile bagimsiz kabul edilebilir.



Dagilimlarin Grafiksel Karsilagtirmasi

Binom, Poisson ve Hipergeometrik dagilimlar farkli senaryolarda kullanilsa da, belirli kosullar altinda birbirine yakinsarlar. Bu grafik, ayni ortalama deger
icin Gc dagilimin olasilik kiitle fonksiyonlarini géstermektedir.

n-p A n-K/N

Binom Ortalamasi Poisson Ortalamasi Hipergeometrik

Sabit p ile n deneme Nadir olaylar icin Geri koymadan



Boliim 7: Bayesci Istatistikte Olasilik Dagilimlari

Bayesci yaklasim, olasilik dagihmlarini sadece veri modellemesi i¢in degil, ayni zamanda belirsizligi ifade etmek ve yeni veri isiginda giincellemek icin

kullanir. Bu paradigmada, parametreler de rassal degiskenler olarak ele alinir.

Onsel Dagilim

Parametre hakkinda veri gérmeden 6nceki
inancimiz. Oznel veya énceki calismalardan
gelebilir.

Binom Dagilimi ile Bayes Cikarimi
Bir madeni paranin hileli olup olmadigini test ettigimizi digtinelim:

1. Onsel: Para adildir, p = 0.5 (beta dagilimi ile)
2. Veri: 100 atigta 65 tura geldi
3. Olabilirlik: Binom(100, p) kullan

4. Sonral: Bayes ile giincelle, yeni p dagihmi

Sonral dagihm, paranin %65 civari turali olduguna dair giicli kanit sunar.

Olabilirlik Fonksiyonu

GoOzlemlenen verinin, farkli parametre degerleri
icin olasiligi. Veriyle parametre iligkisi.

ks

Sonral Dagilim

Veri gbzlemledikten sonra giincellenmis inang.
Bayes teoremi ile hesaplanir.

MCMC Yontemlerine Giris

Karmasik sonral dagilimlar analitik olarak hesaplanamadiginda, Markov
Zincirli Monte Carlo (MCMC) yontemleri kullanilir:

e Metropolis-Hastings: Genel amach 6rnekleme
e Gibbs Orneklemesi: Kosullu dagiimlardan iteratif 6rnekleme
e Hamiltonian Monte Carlo: Gradyan tabanli etkin 6rnekleme

Bu yontemler, yiiksek boyutlu parametre uzaylarinda sonral dagilimdan
ornekler uretir.

() Bayesci Avantaj: Belirsizligi tam olarak nicelendirir, kii¢lik veri setlerinde daha iyi ¢aliir, ve dnsel bilgiyi sistematik olarak dahil eder.



Sonugc: Olasilik Teorisi ve Dagilimlar Hayatimizda

ey o ey o

Belirsizligi Anlamanin Matematigi

R ()

‘." v

Olasilik Teorisi Bayes Teoremi

0 ile 1 arasinda belirsizligi 6lcme, aksiyomatik temeller ve gergek diinyayi Yeni kanitlarla inanglar giincelleme, tiptan yapay zekaya kadar yaygin
modelleme giici uygulama alanlar

i &

Permiitasyon ve Kombinasyon Kesikli Dagilimlar

Olasilik hesaplamalarinin temeli, diizenleme ve segcme problemlerinde kritik ~ Bernoulli'den Poisson'a, gergek diinya olaylarini matematiksel olarak
araclar modelleme

Ana Cikarimlar

e Olasllik teorisi, belirsizligi sistematik olarak analiz etmenin matematiksel ¢ercevesidir
e Bayes teoremi, bilgiyi glincellemede ve karar vermede gti¢li bir aragtir
e Kontenjans tablolar, degiskenler arasi iliskileri gorsellestirmede etkilidir

e Permitasyon ve kombinasyon, sayma problemlerinin temelidir

e Her kesikli dagilim farkh bir gercek diinya senaryosunu optimal sekilde modellemektedir

Gelecek Yonelimler

Olasilik teorisi, yapay zeka, makine 6grenmesi, risk analizi ve veri bilimi
gibi alanlarda giderek daha merkezi bir rol oynamaktadir. Bayesci
yontemler ve olasiliksal programlama, gelecegin teknolojilerinin temelini
olusturmaktadir.



